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A Stmple Model Describing the Influence of a Ring Current on
the Atomic Spin—Orbit Coupling, 11.

In the simple model introduced in ! the interaction of a
ring current in the ground state with the spin—orbit coupling
of an one-electron atom is dicussed now. The electron of the
atom is taken like a point charge. In those cases where the
atom cannot be placed in the middle of the ring in principle
the same results are obtained as described in ! if one replaces
the quantum number n by (n - 1) for an excited ring. For
s functions, I = 0, we have no interaction.

1. Problem

Es ist in einer vorhergehenden Arbeit® die Beeinflussung der
Spin—Bahn-Kopplung eines Einelektronen-Atoms durch den Ring-
strom eines Aromaten, wenn dieser sich in einem angeregten Zustand
befindet, modellartig untersucht worden. Der Aromat war als ein Kreis
mit dem Radius @, den Mittelpunktskoordinaten M (0, 0, b) und par-
alleler Anordnung zur zy-Ebene dargestellt worden. Auf diesem Kreis
sollten sich die Aromatenelektronen bewegen. Der gesuchte Ring-
strom ist dann

L . . fogvce
I*]Ak’i“]vzlm\‘““é?'a
(v Anzahl der Aromatenelektronen, ¢ Lichtgeschwindigkeit, 7o = eg2/mgc?
,.klassischer Elektronenradius®, a Vektorpotential), wobei der Anteil
jan zu Null wurde, wenn der Aromat nicht angeregt ist. In der Arbeit?
wurde j, vernachlissigt und der EinfluB eines angeregten Aromaten
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auf die Spin—Bahn-Kopplung des Atoms

HSB="1QQ(@XI13)=—¢0—T‘3§(I‘XTD) (1)
260 2

(/% Spinoperator, Yo Geschwindigkeitsoperator, 1 Radiusvektor des
Atomelektrons, ¢ Vektor des elektrischen Feldes, Z Kernladungs-
zahl) vermittels ja) untersucht.

Wir wollen jetzt umgekehrt einen nicht angeregten Aromaten
(jan = o) voraussetzen und den entsprechenden Einflu von jy be-
trachten, wobei wir die oben beschriebene Anordnung von Ring und
Atom und im folgenden auch die Vereinfachungen und Vernachléssi-
gungen wie in der Arbeit! beibehalten. wollen.

2. Berechnung von ?ISB unter dem EinfluB von jy

Der Operator W in GL (1) hat bei Vorhandensein eines Magnet-
feldes h = rot a die Gestalt

W=_p+ o4, (@)

wenn /]3 der Impulsoperator ist. Lassen wir keine &ufleren Magnet-
felder zu, so kann a mit dem Ringstrom j, durch das Gesetz von Biot
und Savart in Verbindung gebracht werden:

[dsol%l Ty=— f do|[R[a

(der Strich bezieht sich auf den Ring, |R | = |t —r|). Das Vektor-
potential a muBl dann durch die Bewegung des Atomelektrons her-
vorgerufen werden. Betrachten wir letzteres als Punktladung, so liefert
jetzt das Gesetz von Biot und Savart

Wir bemerken, dal durch das Auftreten des Impulsoperators in a
der Operator @ nur dann hermitesch ist, wenn wir ihn in der Form

k3

IOV ) mit 8= f 4§ R |2
0

47 eg

CH

schreiben. Der Operator Y wird somit geméB Gl (2) zu

/\ ~

P 8]+
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berechnet, womit Gl. (1)

-, _ Z’Voh ~_3/\’\ Z7'03Vk ~—~3A Ny (o)
Hop=gor 8614700 08 (0 % [p, §'):) = L+ 0

liefert (/I\-: T ></1; ist der Drehimpulsoperator).
Bevor wir die Matrixelemente des hier interessierenden Opera-

A
tors O ausrechnen, wollen wir diesen noch etwas umformen. Den Ko-
ordinatenoperator 8’ erhalten wir wegen

z 4n)/2742
2 — tt Y wx
|R| EM_Z_T 5+ 1 1 X Yo (9, 9) Y% (9, )
z
g 58TV 2 5 5 (55 Ve (9, 0) = 828
_r‘—:o 2741 L @) L ;@) =0dmM L.

Hierbei ist
re/ret2, wenn r < 7
Xe=1_ .
rTrtt2, wenn v > 7
und
Yo (9, o) = (2 w)~% Pt (cos §) efon,

wobei die normierten zugeorduneten Legendreschen Polynome in der
Gestalt benutzt werden, wie sie in 2 gegeben ist. Mit der Abkiirzung

Z703k

B
)= 4 mg
und wegen [g, 81 = 0 bekommen wir

6:4WB(V)T“3(S/§VI\ —f—é\fS)

3. Die Matrixelemente

Zur Berechnung der Matrixelemente wihlen wir dieselben Funk-

tionen wie in 1, die Eigenfunktionen des Operators 31 sind, d. h.
fiir =0

bo = Bn1 () Yoo (9, @) 13, (6) und o= Rur(r) Yoo (8, ¢) y-y (0)
und fiir 7 > 0
Fo=Fm2Li,) =W (lm) Y (%, 0) 1y (0)
+ W (mg) Yo" (9, @) 1 (0)) Bt (1)

wobei Ry (r) eine normierte Radialfunktion und y;, (s) die normierte
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Spinfunktion bedeuten. Es ist ferner
1
W, (i, m) :l/li”“L %

2141

Im folgenden lassen wir, wo es moglich ist, die Argumente weg und
benutzen die Abkiirzungen

V£ = Ymth; y = A+
F, =F(@n 2L,,iyz); W, =W, l,m)
=27 +22% 4 1; N fdMlX Ry (r) By (7).

Da wir wieder von Anfang an alle Wechselwn‘kungen zwischen
Zustinden mit verschiedener Hauptquantenzahl n vernachlissigen
wollen, brauchen wir nur zehn Integraltypen zu betrachten. Bevor
wir diese aufschreiben, wird es niitzlich sein, die Wirkung der Opera-

toren S/é/f und /é/f S zu untersuchen. Fiir den ersten erhalten wir nach 3
sofort

SETY, =0, S81F, =1js8F, wnd SS(F_ = —1,( +1)SF-.
An Stelle von 318 geniigt es uns, ar Y0 zu betrachten. Benutzen wir
die Entwicklung nach Clebsch und Gordan’ 5.

Yo ¥Yym = 2n) % R 07 XY
und die Formel 3 7
SUTmy, =+ Yom¥umy, + %Y £m+ O Fm) Vynsly,,
80 bekommen wir

Yoo F, = Ru 2 (W, Oy Yy = We 055 Vb o)
J

und

ngT”Fizl/z(QW)_%Ran(Wi(( i— %) Ogq = F my +

+ W) CG ) Yo g+ W (( 4 my + 1) O
T (mj + %) Of;il)Yﬁx-)

(mit C%% = 09™i="%). Benutzen wir schlieBlich die Integraleigen-
schaften

n 2m , ,
Ofda sin & 0{ do Y2 ¥ =3, 5m
und.

T 27 ,
g' d$ sin 30f do Y¥ Yo ¥ = G (2 m)—"% 3™,
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g0 lassen sich die zehn Integraltypen mit dem Operator 0 leicht aus-
rechnen:

<O 10, >=< 0]

<1014, > = B0 |/ 5 S B o) N .01 5

< F-| 61 by > = $B(V)]/2Z2(;i11) -;lillf‘z (cos §) Ny (1, 0) 83%;/2

< F/|0|Fe>=B(@ ZT( Nrn(l,l’)PT(cosﬁ)SZ;?

(o (€ +mg— Vo) Wl
+ U+ m ) W) +
+ O (0 —my + %) W WL+
+ (L= my — 1) W)

<F|O|F > =B ()% T () Nan (4, 1) Py (cos §) 875 -

=0 7
(O (W —my + 1) W W —
— (I—my 3 W)+
+ &0 (4 my 3 WaW, —
— (g %) WW))

<F|0|Fe> =B () T (x) Mo (1) P (cos 8) 317
=0 !
(O3 (4 my— o) Wy W —
— (" 4+ my + %) W*W'*',) +
+ Cpa (0 —my + ) W W —
g — ) WW3).

Wegen der Eigenschaften der Koeffizienten C,%) sind die letzten drei
Summen endlich (vgl. §).

Wir stellen fest, daB die Integrale fiir I s !’ nicht verschwinden.
Da die zu erwartende Aufspaltung aber klein sein wird im Vergleich
zu derjenigen zwischen Zustinden mit verschiedener Nebenquanten-
zahl, wollen wir die Integrale nur fiir die Fille mit [ = ' betrachten.
Speziell rechnen wir so die Gleichungen mit { ={ =1 und { =1 =2
aus. Die dazu notwendigen Koeffizienten C7 kénnen aus den Ar-
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beiten™*? entnommen bzw. mit deren Hilfe ermittelt werden. Die
Ergebnisse sind in den Tab. 1 und 2 dargestellt, wobei dort

a; = B (v) Py (cos ) No» (1, 1)

b= V%B (v) Pz (cos 9) Na» (1, 1)

5| 5
und
64—3 [/5 B (v) Py (cos §) Ng» (1, 1)
mit
- 1 - 5_
Py (cos &) = ]/Q’ Py (cos &) = l/§ 72 (202 — a?)
und

(cos §) == 1/2 74 (b4 —3a2b? +ga4)

(r2 = a2 + b2) bedeuten.

4. Aufspaltungsschemata

Es fallt sofort auf, dafl im Gegensatz zu einem angeregten Aro-

maten! auch unter der Wirkung von O ein ns-Niveau nicht aufspaltet,
wenn wie im vorigen Abschnitt eine Wechselwirkung zwischen Niveaus
mit verschiedenem [ vernachlassigt wird. Behalten wir diese Vernach-
lassigung bei, so ergibt sich fiir die Zustdnde mit einer Nebenquanten-
zahl [ > 0 trotzdem ein kompliziertes Energieschema. Wir geben als
Beispiel die Energiewerte fiir den np-Zustand an, wobei C,, die Ein-
elektronen-Spin—Bahn-Kopplungskonstante ist:

3 1 1 1 E
€ ZI;Cnp‘|“3(0€1+551):1:‘2‘l/(—§Cn11+ 50(1+Bl) “}‘2612

3 i 1 1
€ 4:12:7@+§(5al+ﬁl)i2V(_§Cnp+ 0€1+5(31) + 2 £?

1
56 =5 Cap + 2 (x1— B)

Um vergleichende Betrachtungen zur 1. Mitteilung! anstellen zu
konnen, wollen wir auch hier &dhnliche Vereinfachungen einfiihren,
d. h., wir werden die - und y-Summanden in den Integralen der Tab. 1
und. 2 unterdriicken. Das dann zu erwartende, grobe Aufspaltungs-
bild (keine Wechselwirkung bei ¥’ # I, B =y = 0) zeigt fiir [ =0,
1 und 2 schematisch die Abb. 1.
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Abb. 1. Schematische Aufspaltung der ns-, np- und nd-Niveaus (bei sym-
metrischer Aufspaltung ist deren Groéfle nur einmal angegeben)

Tabelle 1. Matrizelemente < F (n 2P} |0 | F (n2PM)> (I' =1 = 1)

S~ 4 /2 3/2
i my Ty + 1/2 + 3/2 + 1/2
1/2 4 1/2 + g(al — By) 0 F Viﬁl
3/2 + 3/2 0 2 (a1 — B1) 0
+ 1/2 T V28 0 2 (a1 + B1)
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Tabelle 2. Matrizelemente < F (n 2D;?,‘J" 10| Fn 2D}) >

J 3/2
j my’ my 3 3/2 + 1/2
33
+ 3/2 i(3ocz—~B2+Yz) 0
3/2 7
L 12 0 : (§a2+§(32~—§w
=15 7 B
+ 5/2 0 0
5/2 3/2 6g, 1 0
+ F (7 Bz*é“{z)
1 3
+ 172 0 F Ve (gﬁz + F)YZ)

Tm Gegensatz zu dem entsprechenden Schema im Falle eines an-

geregten Aromaten ist jetzt die Entartung der oberen, durch ﬁg*)};
hervorgerufenen Aufspaltungsniveaus nicht aufgehoben. Die Auf-
spaltung der unteren Niveaus ist qualitativ derjenigen bei Vorliegen
eines angeregten Aromaten gleich (Aufhebung der Entartung und
Reihenfolge der m;-Zustinde). Hatten wir die §- und y-Werte nur in
den Nebendiagonalelementen vernachlassigt, blieben diese Aussagen
prinzipiell bestehen, wobei allerdings die Entartung der oberen Niveaus
teilweise (aber nicht vollstindig) aufgehoben sein wiirde.

5. Diskussion der Abhangigkeit der Aufspaltung vom Ab-
stand zwischen Ringmittelpunkt und Atomkern

Wir sehen, dafi bei Beachtung der Vereinfachungen, die schon bei
der Aufstellung der Abb.1 benutzt wurden, die GroBle der Aufspal-
tung bzw. der Energiestabilisierung der Grée «; proportional ist;
sie wichst linear mit der Anzahl der Aromatenelektronen v und hingt
bei gegebenem Ringradius ¢ und Hauptquantenzahl » vom Abstand b
und von der Nebenquantenzahl I ab. Letztere Abhéngigkeit wird durch
die verschiedenen Faktoren (0 beil =0, 4/3 beil = 1 und 3 bei | = 2)
und durch die Integrale N,o (I,1) bestimmt. Wir wollen aber wie in !
als Radialfunktionen die von I unabhingigen Slater-Funktionen
R, (r) = r*=1 ¢~ benutzen, so dafl die No® (I, I)-Integrale nur von
n abhingen und oy = «; = o gilt. Bei vorgegebenem Aromaten (d. h.
v und ) und Elektronenzustand des Atoms (d.h. [ und =) geniigt es
uns dann, um die Abhingigkeit der Aufspaltung von b zu untersuchen,
eine Funktion

£(B) =}y2B 1 (Ma=Ngm(1)=DN» (>0
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5/2
+ 5/2 + 3/2 + 1/2
6 1
0 ?(782—:—2\(2) 0
0 0 Ve (les + 2
T VPigPe T g
40(2—*470324—“{2 0 0
0 4oz + o+ 372 0
0 0 don+ 205 + 272

heranzuziehen, wobei wir den Fall n = 1 nicht zu betrachten brauchen.
Um den Wert b zu ermitteln, bei dem die Aufspaltung maximal (und
die Energiestabilisierung am groften) ist, suchen wir die Extrem-
werte der Funktion f (b) auf.

Dazu unterscheiden wir wieder beziiglich der Eigenschaften von #
drei Falle: (a) 0 € r << o0, (b) » > 7 und (¢) r < ¥ und berechnen:

(@) f(b) = ?—Zfrdr r~1 Rp2 (r) + Ofodr 73 Bp? (r) = f1 + fo und
0 E

d _

a% =—20br2f,

) £0) = fo und L = b5 B2 ),

{¢) £(b) =f1 und % = br—4 (Rp2 (r) — 272 f1).

Es zeigt sich, dafl in den Fillen (@) und (b) ein Extremum (Maximum)
nur bei b = 0 vorliegt. Im dritten Fall kann die erste Ableitung auch
bei R,2(r) = 272 f; (zusitzlich zu b = 0) verschwinden. Diese Be-

Tabelle 3
n 3 3,7 4 4,2 5 6 7

Ze 2,84 4,69 * 5,50 5,79 % 8,08 10,60 13,08

* Ermittelt mit der Geradengleichung z, = 2,5568n — 4,77, die die
Werte fiir n = 3, ..., 7 etwa beschreibt.

Monatshefte fiir Chemie, Vol. 108/5 72
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dingung 146t sich in die Beziehung
2(2n—3)! = 2202 (24 (2) + 2 A2n-3 (2)) (n > 1)
mit
z=22r = 2% |/a® + b2 und 4; (2) :7dssfe*z8

umformen und mit Hilfe der Tabellen® auswertlen. Fir » = 2 liefert
74
sl
P
77k

70+

Zg
by

Abb. 2. Die Geraden z, = p*n + g; O—0O—0Q vorliegende Arbeit; O-0--O
nach Lit. ?

sie nur den hier nicht interessierenden Wert 2z, = 0. Die ermittelten
ze-Werte fiir » > 2 sind in Tab. 3 aufgefithrt. In Abb. 2 ist das Er-
gebnis graphisch dargestellt und mit dem der 1. Mitt.! verglichen. Die
zweite Ableitung wird beim Einsetzen von

be =}/ (2/2 )2 —a* = /N2 —q?:

dz _

d—b]; == 723 ¢%¢ (2 —4 —2,),

so daB bei :ze < 21 —4 ein Minimum, bei 2z, = 2 n — 4 kein Extremum
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und bei z, > 2n —4 ein Maximum vorliegt. Die weitere Diskussion
ist analog der in der 1. Mitt.* und fithrt zu den Aussagen der Tab. 4,
Dasselbe gilt fiir die Bemerkungen. iiber den Wert des Abstandes b
in Abhéngigkeit von o bzw. den Parametern n und Z. SchlieBlich
bleibt der Hinweis auf den qualitativen Charakter dieser Abschiatzun-
gen erhalten.

Tabelle 4. Die Funkiion f(b) besitzt (fir r < v und Zustinde mit 1 > 0)

b=0undn =2 b=0undn > 2 b:]/Nz—a?undn>2

a>N Maximum Maximum —_
a=N Maximum kein Extremum —
a <N Maximum Minimum Maximum

Es bleiben also bei analogem Grad der Vereinfachungen und Ver-
nachlissigungen alle Aussagen der Arbeit ' auch hier qualitativ er-
halten, wenn man hinzusetzt, daB wir in dieser Arbeit gegeniiber 1 n
durch n 4 1 ersetzen miissen und die Félle mit I = 0 wegen deren
Nichtaufspaltung aus der Diskussion ausklammern.

6. Anhang: Eine Illustration

Wir wollen ein Beispiel betrachten, das allerdings mehr der Illu-
stration dienen als wahre Sachverhalte widerspiegeln soll. Nehmen
wir Benzol als Aromaten, so miissen wir zuerst nach der GrofSle des
Ringradius fragen. Einmal kénnen wir dazu den Radius des in das
gleichseitige Benzol-Sechseck eingeschriebenen Kreises (a1) verwenden,
zum anderen koénnen wir die Flache ¢ des Sechsecks ausrechnen (die
ja auch sonst im Zusammenhang mit Ringstromiiberlegungen eine
groBe Rolle spielt, vgl. 11723 u. a.) und sie einer Kreisfliche gleich-
setzen, d. h. G = 7 a92.

Fiir das Benzol finden wir mit einem CC-Abstand von 2,646 aq
(@g Bohrscher Radius)

a1 = 2,292 ag; G = 18,190 a¢? und as = 2,406 ay.

Damit ein Atomkern nicht im Ringmittelpunkt liegt, sollte, falls das
zu betrachtende Atomelektron im Zustand mit der Hauptquanten-
zahl n ist, die folgende Ungleichung richtig sein:

Ze(n) zg(n):m

W% <N="5 ="

{(p = 1 oder 2),

wobei wir den Slafer-Exponenten x als x = Z* n~1 (in atom. Einh.)

72%
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Tabelle 5

n* g™ (n, 1) g° (n, 1) g™ (n, 2) 9° (», 2)

2 0,57 — 0,54 _

3 2,63 1,86 2,41 1,77

3,7 4,48 3,79 4,27 3,61

4 5,54 4,80 5,28 4,57

4,2 6,20 5,47 5,91 5,21

Tabelle 6
Blektron Z*

Atom n l nach $ nach 14 3/ao Vo
Li 2 1,3 1,3 5,91 12,56
Na 3 2,2 2,2 7,24 22,8
K 4 0 2,2 2,2 9,00 43,4
Rb 5 2,2 2,7 9,49 53,1
Cs 6 2,2 2,7 10,20 65,9
B 2 2,6 2,6 3,69 4,6
Al 3 3,5 3,5 5,33 9,9
Ga 4 1 5,0 5,3 5,10 11,7
In 5 5,0 5,3 5,93 15,3
Tl 6 5,0 5,3 6,46 16,9

3 = Atomdurchmesser (aus '¢); Vo = Nullpunktsvolumen in cm3/mol
(aus 7).

angesetzt haben. Z* ist die effektive Kernladungszahl, und wir be-
denken, daf wir auch unter n die effektive Hauptquantenzahl n*
verstehen wollen. Wir kénnen als Kriterium somit auch schreiben

Die Kennziffern g (r, p) haben wir in Tab. 5 zusammengestellt, wobei
wir noch zwischen den Werten g™ (n, p), die mit den Zahlen z, (n)
fir einen angeregten Aromaten! berechnet wurden, und g9 (n, p),
tiir welche die z, (n) der vorliegenden Arbeit herangezogen wurden,
unterschieden haben.
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Als Atome wollen wir solche betrachten, deren Grundzustands-
konfiguration ein einzelnes ns- oder np-Elektron enthilt [fiir die ersteren
haben nur die Kennzahlen g™ (n, o) einen Sinn]. Wir wéhlen daher
die Elemente der ersten und dritten Hauptgruppe des Periodensystems.

Die effektiven Kernladungszahlen schitzen wir nach den Regeln
von Bacanov et al.’* und zum Vergleich von Slafer® ab. Die fiir Be-
rechnungen mit Slater-Orbitalen sonst gut geeigneten Regeln von
Burns® erwiesen sich hier als nicht vorteilhaft. Tab. 6 zeigt die abge-
schitzten Werte Z* fiir die interessierenden Elektronen.

Aus dem Vergleich der Tab. 5 und 6 ersehen wir, dal die Atome Li,
B, Al und Ga im Ringmittelpunkt liegen sollten, wihrend die Atome Na,
K, Rb, Cs und TI aus diesem herausgeriickt sind. Das Wasserstoffatom
kann nach ! nur im Ringmittelpunkt liegen. Beim Indiumatom ist auf
Grund der ungenauen Werte und der schwankenden Resultate eine
Aussage schwer zu treffen.

Die in Tab. 6 angefithrten ,,geometrischen Parameter sind mit
diesen Feststellungen insofern im Einklang, als alle Atome mit kleine-
rem § bzw. ¥y als beim Indium im Ringmittelpunkt liegen kénnen
und die Atome, bei denen diese Werte gréBer als beim Indium sind,
auBerhalb des Ringmittelpunktes liegen sollten. Eine weitergehende
Korrelation wire aber sicher nicht sinnvoll.
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